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Аналіз вітчизняних і зарубіжних досліджень показав, що ефективність промивки залежить від 

комплексного впливу таких факторів як температура, швидкість течії двофазного миючого розчину, його 
концентрація, тривалість циркуляції та ін. Тому режими мийки молокопровідних ліній і параметри 
обладнання для цієї мети вимагають обґрунтування. На якість промивання молокопровідної лінії великий 
вплив чинить режими течії двофазного миючого розчину. Тому для початку необхідно теоретично 
дослідити процес переміщення двофазного миючого розчину по молокопровідній лінії. Для реалізації 
чисельного моделювання процесу промивання молокопровідної лінії доїльної установки необхідно 
розробити фізико-математичний апарат руху двофазного миючого розчину по ній. В результаті 
теоретичних досліджень розроблено фізико-математичний апарат руху двофазного миючого розчину по 
молокопровідній лінії, який оснований на рівняннях принципу суперпозиції сил і як наслідок тисків, 
неперервності течії, законів збереження мас, імпульсу і енергії.  

Ключові слова: доїльна установка, система промивки, миючий розчин, двофазне середовище, 
фізико-математичний апарат. 
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1. Постановка проблеми 
Санітарно-гігієнічна якість виробленого молока – комплексна проблема, яка визначається 

низкою факторів. Засоби і методи контролю цих факторів регламентуються такими документами, як 
ДСТУ 3662:2018 [1], ДСТУ 2661:2010 [2], ДСП 4.4.4-011-98 [3], «Правил ветеринарно-санітарної 
експертизи молока і молочних продуктів та вимог щодо їх реалізації» [4]. У сучасних умовах 
виробництва молока вирішальне значення на його якісні показники надає санітарний стан молочно-
доїльного обладнання. В процесі експлуатації доїльних установок на внутрішніх поверхнях їх 
трубопроводів утворюються різноманітні молочні відкладення, наявність яких призводить до 
забруднення молока, в результаті чого відбувається зниження його ґатунку та ціни. Основна частка 
бактеріальних і механічних забруднень молока при дотриманні всіх необхідних умов утримання 
тваринницьких приміщень формується за рахунок недостатньо промитого молочно-доїльного 
обладнання [5]. Тому процес промивання його є однією з найважливіших технологічних операцій, від 
ефективності виконання якої залежить рівень первинної забрудненості молока. Застосування методів 
ефективного очищення молокопровідних шляхів доїльних установок – це важливий шлях поліпшення 
якості молока і підвищення продуктивності праці в молочному тваринництві. 

 
2. Аналіз останніх досліджень і публікацій 

Сучасні доїльні установки як з верхнім так і з нижнім молокопроводом забезпечені сучасною 
елементною базою. Це стосується і систем промивки, які реалізовані на базі електронних автоматів 
промивки для управління технологічним процесом промивання і очистки молокопровідних ліній [6]. 
Однак існуюче обладнання не має можливості автоматично контролювати якість очищення 
молокопровідних ліній від молочних відкладень і відповідно до цього керувати режимними 
параметрами системи промивки. Ефективність промивки залежить від комплексного впливу таких 
факторів як температура, швидкість течії двофазного миючого розчину, його концентрація, 
тривалість циркуляції та ін. Тому режими мийки молокопровідних ліній і параметри обладнання для 
цієї мети вимагають обґрунтування. На якість промивання молокопровідної лінії великий вплив 
чинить режими течії двофазного миючого розчину [7]. Тому для початку необхідно теоретично 
дослідити процес переміщення двофазного миючого розчину по молокопровідній лінії. 
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3. Мета дослідження 
Для реалізації чисельного моделювання процесу промивання молокопровідної лінії доїльної 

установки розробити фізико-математичний апарат руху двофазного миючого розчину по ній. 
 

4. Результати дослідження 
Розробка математичного апарату руху двофазного миючого розчину по молокопровідній лінії 

основана на фізичних законах: принцип суперпозиції сил і як наслідок тисків, неперервність течії, 
закони збереження мас, імпульсу і енергії. В основу теоретичних досліджень покладені методи 
диференційного та інтегрального числення. 

Рух двофазного миючого розчину по молокопровідній лінії розглянемо на основі узагальненої 
схеми, яка приведена на рис. 1. Повітря і миючий розчин проходять через молокопровідну лінію, яка 
має постійну площу поперечного перерізу. Вони утворюють повітряну фазову швидкість ug 
нормальної до повітряної області Ag і швидкість рідини uf нормальної до рідинної області Af. Тому 
повна площа перерізу складає A = Ag + Af. Для подальших розрахунків розглянемо елементарну 
довжину молокопровідної лінії dz в момент часу dt, яка нахилена на кут θ до горизонту. 

 

 
Рис. 1. Узагальнена схема руху двофазного миючого розчину по молокопровідній лінії 

 
Приймаємо ug, uf, Ag і Af постійними. Згідно принципу суперпозиції сил і як наслідок тисків 

загальний перепад тиску (загальний градієнт статичного тиску) становить[8]: 

                                                                 gaF dz
dp

dz
dp

dz
dp

dz
dp











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
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

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
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
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де 
Fdz

dp






  – фрикційний перепад тиску, Па/м; 

adz
dp







  – перепад тиску сил інерції, Па/м; 

gdz
dp







  – 

гравітаційних перепад тиску, Па/м. 
Чисту силу тертя, що діє на кожну фазу можна представити у вигляді [9]: 

  dz
dz
dpASdF

Fg
gg 






 ,   dz

dz
dpASdF

Ff
ff 






 , dz

dz
dpAdFdF

F
fg 






 ,       (2) 

де індекси «g» і «f» відносяться до повітря і рідини відповідно; F – сила тертя, Н; А – площа 
поперечного перерізу області, м2; z – координата вздовж молокопровідної лінії, м; p – тиск, Па. 

Падіння тиску сил інерції можна записати за наступною залежністю [10]: 
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де W – масові витрати фази, кг/с: 
GAxWg  ,  xGAW f  1 ,            (4) 

 де G – масова швидкість фази, кг/(м2·с): 


 uuG  ,           (5) 

де ρ – щільність фази, кг/м3: u – швидкість фази, м/с; υ – питомий об’єм фази, м3/кг; α – частка 
повітря в області: 

A
gA

  і  
A
Af1 ,            (6) 

де x – масова частка повітря в області: 

fg

gg

WW
W

W
W

x


  і  
fg

f

WW
W

x


1 .            (7) 

Гравітаційних перепад тиску визначається за формулою: 

  fgf
f

g
g

g

g
A

A
A
A

g
dz
dp

 














 1sinsin ,            (8) 

де g – прискорення вільного падіння, м/с2; θ – кут нахилу молокопровідної лінії відносно 
горизонту. 

Надалі розглянемо моделі течії двофазного миючого розчину по молокопровідній лінії.  
Слід підкреслити, що для гомогенної моделі фрикційна складова була визначена через силу 

тертя, яку можна представити у вигляді [12] 
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де 
0Fdz

dp






  – градієнт тиску тертя, розрахований з рівняння Фаннінга для сумарного 

двофазного потоку, прийнятий для потоку рідини: 
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20
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 ,          (10) 

де fF0 – коефіцієнт тертя, який визначається як функція числа Рейнольдса (Re = GD/μ) і 
відносної шорсткості труби (ε/D): 
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DD
fF            (11) 

ε – абсолютна шорсткість труби, м; D – діаметр молокопровідної лінії, м; μ – динамічна 
в’язкість двофазного середовища, кг/(м·с). 
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Враховуючи динамічну в’язкість рівняння (9) можна переписати у вигляді: 
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0  – двофазний коефіцієнт тертя. 

Враховуючи вище зазначене для гомогенної моделі течії двофазного миючого розчину 
загальний перепад тиску (загальний градієнт статичного тиску) становить: 
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         (14) 

Для роздільної моделі течії двофазного миючого розчину загальний перепад тиску (загальний 
градієнт статичного тиску) становить: 
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Для даної моделі існує багато співвідношень двофазного коефіцієнта тертя і частки повітря в 
області. Однак оберемо найбільш адекватні для двофазного середовища миючі розчини, які 
переміщуються по молокопровідній лінії, яка нахилена на кут менший θ = 30°. 

Так кореляція Локхарта-Мартінеллі має наступні характеристики [12] 
  режим течії визначався на підставі поведінки потоку (в'язкого або турбулентного), коли фази 

проходять самостійно через лінію; 
  падіння тиску рідинної та повітряної фаз вважається рівним незалежно від структури потоку: 
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Емпіричний множник X визначається як функція: 
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
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 .          (17) 

Коефіцієнт тертя f визначається за формулою (11). Тоді для коефіцієнта тертя 2  маємо 

2
2 11

XX
C

f  , 22 1 XCXg  ,          (18) 

де С – емпіричний коефіцієнт, який визначено згідно досліджень [12]. 
Для гомогенної моделі течії частку повітря в області можна розрахувати за формулою: 

l

g

x
x











 




11

1 , 
         (19) 

Для роздільної моделі течії частку повітря в області можна розрахувати за формулою: 
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Рух двофазного середовища миючого розчину по молокопровідній лінії підпорядковується 
всім законам збереження. 

Так для закону безперервності модель двофазного потоку характеризується двома 
незалежними полями швидкості, які задають рух кожної фази. Найбільш природнім вибором полів 
швидкості є, очевидно, масові середні фазові швидкості u : 

,qqqq
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tt


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
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
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де  Г – швидкість фазової маси на границях розділу в одиниці об'єму, кг/(м3с); індекс «q» 
позначає фазу двофазного миючого розчину («g» для повітря і «f» для рідини). 

Рівняння збереження імпульсу у формулюванні двофазної моделі виражається двома 
імпульсними рівняннями з умовою передачі міжфазного імпульсу. Відповідні рівняння повинні бути 
виражені через центр мас або барицентричною швидкістю кожної фази, u . Нижче описуються 
скалярні форми рівнянь імпульсу: 
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 y-компонента 
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 z-компонента 
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де τ – тензор напружень зсуву, кг /(м·с2); М – зовнішній момент імпульсу, кг/(м2·с2); індекс «i» 
позначає фазу двофазного миючого розчину («g» для повітря і «f» для рідини). 

Рівняння закону збереження енергії для двофазного середовища можна представити у вигляді 
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де i – енергія фази, Дж; T – температура фази, К; Е – швидкість зміни питомої зовнішньої 
енергії Дж·кг/(с·м3); k – питома зміна коефіцієнта теплопровідності, Дж·кг/(с·м·K). 

Для рідини: 
   .,,, llllllll TiiTpp             (26) 

Для газу: 
., gVgggg TCiRTp             (27) 

5. Висновки 
В результаті теоретичних досліджень розроблено фізико-математичний апарат руху двофазного 

миючого розчину по молокопровідній лінії, який оснований на рівняннях принципу суперпозиції сил 
і як наслідок тисків, неперервності течії, законів збереження мас, імпульсу і енергії 
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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ ДВИЖЕНИЯ ДВУХФАЗНОЙ МОЮЩЕГО 

РАСТВОРА ПО МОЛОКОПРОВИДНИЙ ЛИНИИ 
Анализ отечественных и зарубежных исследований показал, что эффективность 

промывки зависит от комплексного воздействия таких факторов как температура, скорость 
течения двухфазного моющего раствора, его концентрация, продолжительность циркуляции и 
др. Поэтому режимы мойки молокопровидних линий и параметры оборудования для этой цели 
требуют обоснования. На качество промывки молокопровиднои линии большое влияние 
оказывает режимы течения двухфазного моющего раствора. Поэтому для начала необходимо 
теоретически исследовать процесс перемещения двухфазного моющего раствора по 
молокопровидний линии. Для реализации численного моделирования процесса промывки 
молокопровиднои линии доильной установки необходимо разработать физико-математический 
аппарат движения двухфазного моющего раствора по ней. В результате теоретических 
исследований  разработан физико-математический аппарат движения двухфазного моющего 
раствора по молокопроводной линии, основанный на уравнениях принципа суперпозиции сил и 
как следствие давления, непрерывности течения, законов сохранения масс, импульса и энергии. 

Ключевые слова: доильная установка, система промывки, моющий раствор, двухфазная 
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среда, физико-математический аппарат. 
Ф. 27. Pиc. 1. Лит. 12. 
 

PHYSICO-MATHEMATICAL APPARATUS OF THE MOVEMENT OF A TWO-PHASE MICRO-
SOLUTION BY A MILK-CONDUCTIVE LINE 

An analysis of domestic and foreign studies has shown that the efficiency of washing depends on 
the complex influence of such factors as temperature, velocity of the flow of a two-phase washing 
solution, its concentration, circulation duration, etc. Therefore, the modes of milking milk lines and the 
equipment parameters for this purpose require justification. The quality of the flushing of the milk line is 
influenced by the two-phase washing solution's current regimes. Therefore, it is necessary to theoretically 
investigate the process of moving a two-phase washing solution through the milk pipeline to begin with. 
To implement numerical simulation of the process of flushing the milk line of the milking unit, it is 
necessary to develop a physical and mathematical apparatus for the movement of a two-phase detergent 
solution on it. As a result of theoretical studies, the physics and mathematical apparatus of motion of a 
two-phase washing solution on the milk pipeline line is developed, which is based on the equations of the 
principle of superposition of forces and as a consequence of pressures, continuity of the flow, laws of 
conservation of mass, momentum and energy. 

Key words: milking system, washing system, washing solution, two-phase medium, physical and 
mathematical apparatus.. 

F. 27. Fig. 1. Ref. 12. 
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